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⑴ R是A上等价关系，任意a∈A，若x,y∈[a]R，必有<x,y>∈R。 
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3.等价类性质 

 证明：任取x,y∈[a]R，由等价类定义得<a,x>∈R, <a,y>∈R ,由R对称得

<x,a>∈R，又由R传递得<x,y>∈R。 

含义：同一个等价类中的元素，彼此有等价关系R。 



证明: 
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3.等价类性质 

⑵ R是A上等价关系，任意a,b∈A，[a]R∩[b]R=Φ， 当且仅当 <a,b>R。 

已知<a,b>R,假设[a]R∩[b]R≠Φ,则存在x∈[a]R∩[b]R，即x∈[a]R∧x∈[b]R, 

则<a,x>∈R 且<b,x>∈R,由R对称得<x,b>∈R,又由R传递得<a,b>∈R,与已知
矛盾,所以[a]R∩[b]R=Φ 。 

已知[a]R∩[b]R=Φ,假设<a,b>∈R,由等价类定义得b∈[a]R, 又因为bRb,所以
b∈[b]R ,所以b∈[a]R∩[b]R ,与已知矛盾,所以<a,b>R 。 
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3.等价类性质 

⑶ [a]R=[b]R  当且仅当  <a,b>∈R。 

 若<a,b>∈R, 任取x∈[a]R ,有<a,x>∈R,由对称性得<b,a>∈R,再由传递性得

<b,x>∈R,∴x∈[b]R ,可见,[a]R[b]R。类似可证，[b]R[a]R。故, [a]R=[b]R。 

 如果[a]R=[b]R ,由于a∈[a]R =[b]R, 所以有<b,a>∈R ,由对称性得<a,b>∈R。 

证明: 



⑷ A中任何元素a，a必属于且仅属于一个等价类。 
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3.等价类性质 

证明： A中任何元素a,由于有aRa,所以a∈[a]R 。 

  如果 a∈[b]R ,所以有<a,b>∈R, 由性质⑶得：[a]R=[b]R 。 



⑸ 任意两个等价类 [a]R、[b]R，要么[a]R=[b]R ，要么[a]R∩[b]R=Φ 。 
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3.等价类性质 

⑹ R的所有等价类构成的集合是A的一个划分。 

(由性质⑷⑸即得。这个划分称之为商集) 

  (因为要么<a,b>∈R，要么<a,b>R。) 


